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AREAS DE TERRENOS E LAVOURAS: Métodos de calculo ¢ significacdo de
conceitos matematicos
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1. Introducao

A medicdo de areas urbanas ou rurais com formas geométricas irregulares
(terrenos e lavouras) ¢ uma atividade profissional de topografos e engenheiros, cuja
importancia situa-se nos aspectos legais — certidao registro de imdveis e escrituras - e
técnicos operacionais, como a marca¢ao de obras, projetos urbanos, mapas, gestao e
financiamentos para o plantio.

As acdes praticadas em campo sdo medigdes de comprimentos (distdncias entre
dois pontos) e angulos horizontais e verticais. Os conceitos matematicos utilizados para
a solucao dos problemas de célculo de distancias e areas, sdo parte da geometria ensinada
na Escola Basica (Sistemas de Medidas, Semelhan¢a de Triangulos, Poligonos,
Trigonometria ¢ Geometria Analitica) e contextualiza-los com topografia, significa criar
oportunidades promissoras de justificagdo técnica e cultural.

No entanto, algumas adaptagdes sdo necessarias. Os equipamentos profissionais
as trenas (fisicas ou a laser) e o teodolito para medida dos angulos, tém um custo inviavel
parauso escolar. Por isso, para medidas de terrenos e pequenas areas, podem ser utilizadas
trenas domésticas e teodolitos artesanais®, estes construidos com materiais simples e de
baixo custo. Publicacdes com sugestdes de construcao de teodolitos artesanais, instru¢des
para levantamentos topograficos e propostas pedagogicas com topografia, mostram a
pertinéncia dessa alternativa de contextualizagdo da matematica escolar. Em Almeida e
Vieira (2013) as autoras discutem o uso de materiais didaticos no ensino da Matematica,
particularmente no uso do teodolito para medir angulos verticais e calcular distancias
horizontais. Rech, Seidel e Dias (2025) desenvolveram um produto educacional no qual,
orientam a constru¢do do teodolito artesanal, propdem medi¢des de alturas integradas
com atividades de ensino de trigonometria, avaliacdo e reflexdo. Salgado e Rosa (2025)
contam a historia da evolugao tecnologica do teodolito e o utilizam para estimar medidas
de altura a pontos inacessiveis. Magalhdes, Magalhdes e Lima (2020) orientam
detalhadamente a constru¢dao de um teodolito artesanal, calculam a area de um poligono
de cinco lados através do método de divisdo em tridngulos, empregando a Lei dos
Cossenos para determinar os lados dos tridngulos (ndo medidos) internos ao poligono.
Martins, Nobre e Chaves (2014) construiram um teodolito artesanal e o utilizam para
estimar alturas em paredes da escola. Ramos e Adames (2021) elaboraram um manual de
uso do teodolito em sala de aula, com exposi¢des detalhadas do Teorema de Tales,
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Os teodolitos escolares tém sido chamados de artesanais (Rech, Seidel e Dias (2025), didatico (Ramos
e Adames, 2021) ou rudimentar (Belter, Silva, Poersch, Schulz, Weber, 2020). Neste trabalho, ¢ usado
o termo teodolito artesanal, ou apenas teodolito.
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Semelhanga de Tridngulos, Razdes Trigonométricas, Teorema de Pitagoras, Lei dos
Senos, Lei dos Cossenos e o Teorema de Heron, seguidas de aplicagdes praticas de
topografia, questoes de provas (vestibulares), proposicao de atividades praticas para os
estudantes.

Nesse contexto, o presente trabalho tem como objetivo mostrar os procedimentos,
conceitos matematicos e limitagdes e potencialidades de trés métodos de calculo de areas
de regides planas usuais em topografia e discutir possibilidades de executa-los em aulas
de Matematica.

2. Area de lavouras: poligono de cinco lados

Propriedades rurais (lavouras), em regra, nao tem contornos regulares, nem todos
os lados retos, pois podem ser limitadas por riachos, estradas, banhados, etc. Para medir
suas areas, ¢ usual na topografia, delimitar uma regido poligonal, com contorno acessivel
e calcular a 4rea externa a essa regido (4rea extra-poligonal), como uma soma de
trapézios, semelhante ao processo de integracdo pela primeira Regra de Simpson,
ensinada nas aulas de Calculo Numérico, nas licenciaturas em Matematica. O calculo da
area da regido poligonal pode ser executado com diferentes métodos. Neste trabalho, trés
métodos serdo apresentados e comentados, quanto a praticidade e precisdo: Método de
Escala, Método Trigonométrico e Método Analitico®.

Figura 1: Poligono com dngulos internos

Fonte: elaborado pelo autor (2026)

3 A escolha do nome dos métodos deve-se aos principais conceitos empregados: Método de Escala, porque
os dados sdo obtidos pelo desenho em escala; Método Trigonométrico, porque sdo usadas varias relacdes
trigonométricas e Método Analitico, porque envolve conceitos da Geometria Analitica.
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O desenho de uma lavoura com limites retos, na forma de um poligono irregular
de cinco lados ¢ mostrado na Figura 1, como exemplo para o calculo de areas de figuras
planas, pelos Métodos de Escala e Geométrico. Para esses métodos, ¢ necessario medir
os lados (distancias entre vértices consecutivos) e os angulos internos em campo, usando
trenas e um teodolito, respectivamente. Neste trabalho, porém, essas grandezas foram
medidas no desenho, com régua (escala 1:100) e com transferidor. Esses dados sao
apresentados na 4* e 5% colunas da Tabela 1.

Tabela 1 — Dados obtidos por medicoes

P; Piy  Azimute (°) Lados (m)  Angulos internos, d; (°)
Py P 120 55,6 109

P, Ps3 35,5 56 93,5

P P4 331,4 76,5 117,5

Py Ps 222 51,5 70

Ps Py 191,9 47,5 150

Fonte: elaborado pelo autor (2026)

Na Figura 2, é mostrado o mesmo poligono da Figura 1, porém com a indicacao
das medidas dos angulos que cada lado faz com a orientagdo Norte (N), no sentido anti-
horéario, angulos esses chamados de azimutes, disponiveis na 3* coluna da Tabela 1, que
serdo usados no Método Analitico do célculo de areas.

Figura 2: Poligono com azimutes

Fonte: elaborado pelo autor (2026)
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Método de Escala

O Método de Escala consiste em:

1) Desenhar a lavoura em escala utilizando as informagdes dos angulos internos
e das medidas dos lados, como mostrado na Figura 1;

i1) Dividir a drea em triangulos. Nesse caso, foram escolhidos os triangulos T1:
PiP>Ps3,T2: P1P3P4 e T3: P;P4Ps. Outras alternativas sao possiveis;

iii) Escolher e medir uma base de cada triangulo. Nesse caso, foram escolhidas
as bases P;P;para o triangulo T1 e P;P, para os triangulos T2 e T3.

iv) Marcar a posicdo das alturas /4, &2 e hs relativas as bases escolhidas;

v) Calcular as areas de cada tridangulo, através da Equacao (1).

Ai=%bi - h; comi=12¢3. (1)

vi) A area total ¢ obtida através da soma das areas de todos os tridngulos, pela
Equagdo (2).

Ar = A+ A, + A3 (2)

O Método de Escala é empirico, visual e requer conceitos de geometria e desenho
ensinados no Ensino Fundamental 1. Sua principal limitagdo ¢ a precisdo, ja que depende
da qualidade das medigdes em desenho das bases e alturas dos triangulos. Por esse
motivo, ¢ mais usado apenas como referéncia, na comparagao com os outros métodos.

Método Trigonométrico
Dividindo a lavoura em triangulos (Figura 1), como no Método de Escala,

calcula-se as 4reas dos tridngulos T1 e T3 pela Equacdo (3)*, j4 que sdo conhecidos dois
lados e o angulo entre esses lados.

A1=%P2P1'P2P3.SenAzeA3= P5P4'P5P1$€TI,A5 (3)

N |-

onde A7 e A2 sdo as areas dos triangulos, TI} sdo as distancias (lados) entre os pontos
indicados e 4 ¢ o angulo entre os lados.

Usando a Lei dos Cossenos (Eq. 4), pode-se calcular as distancias P, P; e P; P, do
triangulo T2, com as Egs. (4), respectivamente.

P1P32=P1P22+P2P32_2 'E'?Ps'cosf\z

PP,. = PP, + PPs- — 2 - PyPs - P,Ps - cos A, (4)

4 A Equacdo (3) é demonstrada a partir da Lei dos Cossenos e ensinada no Ensino Médio.
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Com esses lados pode-se calcular a area do triangulo T2 através da Formula de
Heron (Equagdo (5)), ja que P3P+ ¢ um lado medido do poligono.

Ay =p(p—a)(p—b)(p—c¢) (5)

at+b+c . ,
¢ o semi-perimetro. A

onde a, b e ¢ sdo os lados do tridngulo T2 e p =

demonstragdo da formula de Heron pode ser encontrada em Ramos ¢ Adames, (2021, p.
59).

O Método Trigonométrico ¢ eficiente para calcular a area de poligonos com cinco
lados, mas torna-se demasiadamente trabalhoso para poligonos com mais lados, pelas
sucessivas aplicacdes da Lei dos Cossenos na determinagdo das medidas dos angulos
gerados pelas diagonais.

Método Analitico
Se as coordenadas dos vértices P;=(x1,y1), P2=(x2,y2) € P3=(x3,y3) de um tridngulo

qualquer forem conhecidas, a area desse triangulo pode ser calculada com o determinante
da matriz da Equacdo (6)°.

oy, 1
Ay =det|x vy, 1|=
x3 Yy, 1
=(xl'yz+x3'y1+xz'y3)_(x3'y2+x1'}’3+x2'3’1) (6)

Para aplicar o Método Analitico no calculo da area da lavoura da Figura 1, sdo
necessarias as medidas dos lados e também dos azimutes (Z;), indicados na Figura 2 e
disponiveis na Tabela 1, para o exemplo resolvido. Com esses dados, calcula-se as
coordenadas dos vértices dos triangulos com as Equagdes (7), adotando P; = (0,0) como
a origem do sistema cartesiano.

Xiy1 = X; + B P4 cOs (Zl) ¢  Yir1=Yi+t PPy Sen(Z) (7
parai=1,2,3¢e4.

Particularmente, se os dados medidos estiverem totalmente corretos, as
identidades da Equagdo (8) serdo verdadeiras®.

X, = x5 + PPy COS(Z) =0 e y,=ys+ PP sen(Z) =0 (8)

A area total pode ser dividida em trés triangulos: T1: P;P>P;3, T2: P;P3;Ps e T3:

5 Em ZERBINATTI (2015, p. 59) e BIANCHINI, PACOLA (1989, p. 60), encontra-se a demonstragdo
da formula do célculo da area de poligonos por determinantes e exemplos de aplicacdo.

Mesmo com teodolitos e trenas profissionais e pessoal treinado, ocorrem erros de medida. As Equagdes
(8) podem ser utilizadas para dimensionar esses erros.

6
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P;P4Ps, com as respectivas areas calculadas, adaptando-se a Equacao (6). Evidentemente,
a area total da lavoura sera a soma das areas de cada tridngulo, como nos outros métodos.

O M¢étodo Analitico pode-se ser programado em planilhas ou programas
computacionais para o calculo de areas de poligonos de muitos lados (mais de 100), como
¢ o caso de lavouras ou terrenos grandes e irregulares. O conhecimento das razdes
trigonométricas, angulos em retas paralelas cortadas por transversais, matrizes e
determinantes sao suficientes para entender e aplicar o Método Analitico no Ensino
Meédio.

3. Resultados

A 2% coluna da Tabela 2 apresenta os resultados do célculo da area do poligono da
Figura 1, pelos trés métodos. A 3* coluna mostra as diferencas dos métodos em relagdo ao
Método Analitico e a 4* coluna, mostra as mesmas diferengas em percentuais. Pode-se
observar que as diferencas sdo menores do que 1%, o que indica a coeréncia entre os
métodos.

Os tnicos dados de campo utilizados pelos trés métodos sao os lados do poligono.
Os demais dados sdo obtidas de modos diferentes. No Método das Escalas as distancias
PiP3 (81 m) e P1P4 (96 m) e as alturas dos tridngulos sdo medidas no desenho, enquanto
que no Método Trigonométrico sdo calculadas pela Lei dos cossenos (87,28 m e 95,63 m,
respectivamente), apresentando valores ligeiramente diferentes. O Método Analitico usa
apenas as medidas dos lados e os azimutes para calcular as coordenadas dos vértices.
Assim, a diversidade das fontes de dados explica as diferengas entre as areas calculadas
para o poligono. Mesmo assim, tais diferengas ndo sdo significativas (menores do que
1%) de acordo com a terceira coluna da Tabela 2, considerando as limitagdes das medidas
efetuadas em desenho.

Tabela 2 — Areas do poligono calculadas pelos trés métodos

Métodos Areas Diferenca ¢/ Método Analitico  Diferenca %
(m?) (m?)
Escala 5187,00 18,19 0,34
Geométrico 5162,26 4293 0,82
Analitico 5205,19 0 0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os resultados indicam que os trés métodos sdo coerentes entre si € podem ser
utilizados simultaneamente, para conferir erros de passos intermediarios e,
principalmente, como referéncia para avaliar o resultado final, sobre a 4rea do poligono.

4. Consideracoes finais

A medicdo de areas reais em campo pode ser explorada em diferentes anos
escolares, para dar significado real aos conceitos matematicos, desde que adaptadas ao
estagio de conhecimento matematico dos alunos. Medidas de angulos com teodolitos sao
atividades que desenvolvem habilidades de medidas com transferidor, de modo préatico e
complementar aos tradicionais exercicios de livros. O Método de Escala pode ser
praticado no Ensino Fundamental I, pois necessita apenas de nog¢des de medidas de
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distancias e angulos, escala e areas de triangulos. O Método Trigonométrico ¢ uma
excelente aplicagdo das relacdes métricas de tridngulos quaisquer e Lei dos Cossenos,
portanto adequado para o Ensino Médio. O Método Analitico, por sua vez, utiliza o Plano
Cartesiano, as razdes trigonométricas e matrizes, portanto, adequado para o Ensino Médio
e/ou Superior.

A didatica da aplicagdo desses métodos em classe escolar pode variar, de acordo
com os objetivos do professor. Em uma abordagem mais técnica, o ensino e treinamento
dos procedimentos de medida e célculo levardo os alunos a capacitarem-se a calcular
areas de terras, o que pode ser interessante para escolas profissionalizantes de agronomia,
por exemplo. A proposicao de verifica¢do e dedugdo das propriedades dos poligonos e/ou
de formulas de geometria (como por exemplo, das Equacdes 7 e 8) ¢ uma abordagem de
investigagdes matematicas. Mas isso, ¢ assunto para trabalhos futuros.
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